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Predikatlogik

Del 2: Semantik



intro

I denna foreldsning bekantar vi oss med predikatlogikens semantik:
det som bestimmer vad predikatlogiska uttryck betyder.

Precis som for satslogiken &r predikatlogikens semantik
extensionell, och anger regler for att avgéra sanningsvirdet hos
predikatlogiska formler.

Vi kommer (i allt visentligt) att behalla den satslogiska semantiken
for konnektiv, men behover utéka semantiken for att ange
sanningsvillkor for

+ Atomira satser (predikat och individtermer),

« Kvantifierade satser.



intro

For att ge en tillfredsstillande semantik for denna typ av uttryck
relativiseras sanning i predikatlogiken till tolkningar, som i sin tur
bestéar av

« individomraden,

« vérderingar.

Vi introducerar forst dessa begrepp i ordning, och anvinder dem
sedan for att ange och illustrera sanningsvillkoren for satser i
predikatlogiken.



predikatlogikens sanningsbegrepp

Satsen (1) uttrycker att alla dr médnniskor. Ar detta sant eller falskt?
(1)  VXMANNISKA(x)

Det ritta svaret beror pa hur “alla” ska forstas. Under en forstaelse
av "alla” som “alla levande varelser” dr (1) falsk; under en forstielse
av "alla” som 7alla i detta zoom-moéte” ar (1) sann.

I predikatlogiken fingas denna typ av variation genom att sanning
hos satser relativiseras till individomraden.



individomraden

Ett individomrade I 4r en mingd objekt (individer) av vilket slag
som helst (personer, stader, tal, abstrakta idéer...).

Den noterade variationen i sanningsvirde hos (1) kan ses som att
dess sanningsvirde beror pa vilket individomréde vi antar.

(1)  VXMANNISKA(x)

Givet I = {x | x dr en levande varelse} sé ar (1) falsk: inte alla
individer i denna mingd 4r ménniskor.

Givet I = {x | x deltar i detta zoom-mote} s dr (1) sann: alla
individer i denna mangd 4r manniskor.



varderingar

I satslogiken var en virdering en tilldelning av extensioner
(sanningsvirden) till atomara satser.

Atomira satser i predikatlogiken bestar av predikat och
individtermer, och en vardering blir i predikatlogiken istillet en
tilldelning av extensioner till dessa tva komponenter.

Virdering. En vdrdering V av ett antal satser Ay, ..., A, 4r en
funktion som, givet ett individomrade I, tilldelar varje
« individterm som férekommer i Ay, ..., A, en individ frén I,

» predikat som forekommeri A, ..., A, en mingd av individer
frén L.



varderingar

Exempel. V ir en virdering av satserna FILOSOF(ali) och
LOGIKER(bea) och individomradet {Ali, Bea}:

V(ali) = Alj,
. V(b a) = Bea,
« V(riLosor) = {Ali},
+ V(LoGIKER) = {Ali, Bea}.
Notation: V(¢) betecknar den individ som ndgon virdering V

tilldelar individtermen ¢, och V(P) betecknar den mingd av
individer som V tilldelar predikatet P.



tolkningar

Sanning i predikatlogiken ar helt relativ till individomréden och
varderingar, tillsammans kallat tolkningar.

Tolkning. Ett individomrade I tillsammans med en vardering
Vavsatserna Ay, ..., A, utgor en tolkning av Ay, ..., A, (beteck-
nat (1, V)).

Satser sdgs vara sanna i en tolkning om de ar just sanna enligt
tolkningen, och falska i en tolkning om de &r falska enligt
tolkningen.



sanningsvillkor: atomara satser

En atomir sats P(a) ar sann i (I, V) omm V(a) ingir i V(P).

Exempel. Tag tolkningen (1, V), dir I = {Ali, Bea}, och

« V(ali) = Alj,

+ V(bea) = Bea,

« V(riLosor) = {Ali},

« V(vogiker) = {Ali, Bea}.

LOGIKER(ali) dr sann i (I, V) eftersom Ali € {Ali, Bea}.
FILOSOF (bea) ir falsk i (I, V) eftersom Bea ¢ {Ali}.



sanningsvillkor: konnektiv

Sanningsvillkoren hos predikatlogiska satser A, B som kombineras
med konnektiv 4r desamma som i satslogiken:

« mAdrsanni (I, V) omm A ér falski (I, V).

« AABirsanni (I, V) omm bade A och B ir sanna i (1, V).

« AV Birsanni (I, V) omm A eller Bér sanni (I, V).

« A — Biarsanni (I, V) omm A ér falsk i (I, V) eller B ér sann i
(L V).

« A <> Biarsanni (I, V) omm A och B har samma
sanningsvérde i (I, V).



sanningsvillkor: konnektiv

Exempel. Tag tolkningen (I, V), dir I = {Ali, Bea}, och

V(ali) = Alj,
. V(b a) = Bea,
« V(riLosor) = {Ali},
+ V(LoGIKER) = {Ali, Bea}.

—FILOSOF (bea) dr sann i (I, V) eftersom FILOSOF(bea) ér falsk i
(I, V): Bea ¢ V(FILOSOE).

—LOGIKER(bea) dr falsk i (I, V) eftersom LOGIKER(bea) dr sann i
(I, V): Bea € V(LOGIKER).



sanningsvillkor: konnektiv

Exempel. Tag tolkningen (I, V), dir I = {Ali, Bea}, och

V(ali) = Alj,
. V(b a) = Bea,
« V(riLosor) = {Ali},
+ V(LoGIKER) = {Ali, Bea}.

FILOSOF (ali) V F1LOSOF(bea) dr sann i (I, V) eftersom FI1LOSOF(ali)
irsanni (I, V): Ali € V(FILOSOF).

—LOGIKER(bea) V FILOSOF(bea) ér falsk i (I, V) eftersom
LOGIKER(bea) dr sann i (I, V): Bea € V(LOGIKER); och
FILOSOF (bea) dr falsk i (I, V): Bea ¢ V(LOGIKER).



sanningsvillkor: konnektiv

Exempel. Tag tolkningen (I, V), dir I = {Ali, Bea}, och

V(ali) = Alj,
. V(b a) = Bea,
« V(riLosor) = {Ali},
+ V(LoGIKER) = {Ali, Bea}.

LOGIKER(ali) — r1LOsOF(ali) dr sann i (I, V) eftersom
FILOSOE(ali) dr sann i (I, V): Ali € V(FILOSOF).

LOGIKER(bea) — F1LOSOF(bea) dr falsk i (I, V) eftersom
LOGIKER (bea) dr sann i (I, V) och r1LosoF(bea) ar falsk i (I, V):
Bea € V(LOGIKER) men Bea ¢ V(FILOSOE).



sanningsvillkor: kvantifierade satser

Lét oss forutsatta att virderingar ger varje individ i individomradet
ett namn: en individterm som betecknar just den individen.

En sats VxA, dir A som mest har x fri, ar sann i (I, V) omm
foljande giller for alla individer b i I: satsen som fés av att byta
ut férekomsterna av x i A mot namnet pé b dr sann i (I, V).

En sats dxA, ddr A som mest har x fri, dr sann i (I, V) omm
foljande galler for nagon individ b i I satsen som fas av att byta
ut forekomsterna av x i A mot namnet pé b dr sanni (I, V).



sanningsvillkor: kvantifierade satser

Exempel. Tag tolkningen (I, V), dir I = {Ali, Bea}, och

« V(ali) = Alj,

« V(bea) = Bea,

+ V(riLosor) = {Ali},

« V(roGiker) = {Alj, Bea}.

VxLOGIKER(x) dr sann i (I, V) eftersom

 LOGIKER(ali) dr sann i (I, V), och
 LOGIKER(bea) dr sanni (I, V).

VxFILOSOF(x) dr falsk i (I, V) eftersom FILOSOE(bea) ir falsk.



sanningsvillkor: kvantifierade satser

Exempel. Tag tolkningen (I, V), dir I = {Ali, Bea}, och

« V(ali) = Alj,

« V(bea) = Bea,

+ V(riLosor) = {Ali},

« V(roGiker) = {Alj, Bea}.

Ixr1LOSOE(x) dr sann i (I, V) eftersom FILOSOF(ali) dr sann.

Ix(F1LOSOF(x) A “LOGIKER(x)) dr falsk i (I, V) eftersom

« FILOSOF(ali) A “LOGIKER(ali) ér falsk i (I, V), och

« FILOSOF(bea) A —LOGIKER (bea) dr falsk i (1, V).



fler exempel

En sats pa formen VxP(x) dr alltsé sann i alla tolkningar (I, V) ddr
I = V(P), dvs. dér alla individer har egenskapen P enligt V. I alla
andra tolkningar ar satsen falsk.

En sats pa formen JxP(x) dr sann i alla tolkningar (I, V) dér
I C V(P), dvs. dédr nagra individer har egenskapen P enligt V. I alla
andra tolkningar ar satsen falsk.



predikatlogik och mangder

En sats pa formen VxP(x) dr alltsé sann i alla tolkningar (I, V) ddr
I = V(P), dvs. dér alla individer har egenskapen P enligt V. I alla
andra tolkningar &r satsen falsk.

En sats pa formen JxP(x) dr sann i alla tolkningar (I, V) dar
I C V(P), dvs. dér nagra individer har egenskapen P enligt V. I alla
andra tolkningar dr satsen falsk.

Mer komplexa predikatlogiska satser kan ocksé ses som
uttryckandes relationer mellan méngder.



allkvantifierade implikationer

En sats pa formen

Vx(P(x) = Q(x))

dr sann i alla tolkningar (I, V) dér

V(P) € V(Q)

>

dvs. nér alla individer har som har egenskapen P har egenskapen
Q. I alla andra tolkningar &r satsen falsk.



existenskvantifierade konjunktioner

En sats pa formen

3x(P(x) A Q)
dr sann i alla tolkningar (I, V) ddr, for nagot b € I

be V(P)ochb € V(Q),

dvs. déar V(P) och V(Q) har nagot element gemensamt. I alla andra
tolkningar &r satsen falsk.



allkvantifierade disjunktioner

En sats pa formen

Vx(P(x) v Q(x))
dr sann i alla tolkningar (I, V) dér, forallab € I

be V(P)ellerb € V(Q),

dvs. nir V(P) och V(Q) tillsammans ticker hela individomrédet.



sammanfattning

I denna féreldsning introducerades predikatlogikens semantik
genom inférandet av begreppen

« individomrade,
» virdering,

« tolkning (= individomrade + virdering).

Vi sag att sanning i predikatlogiken ir relativiserad till tolkningar,
pé sa vis att satser i spraket kan sdgs vara sanna/falska endast i
forhallande till en tolkning.

Nista tillfalle anvénder vi detta for att definiera predikatlogiskt
giltiga argument genom begreppet predikatlogisk konsekvens.



